Mini-esej dydaktyczny
Michat Szurek

Mowicie z podziwem: oto myslacy cztowiek!
Czy to aby jest komplement dla ludzko$ci?
Aforyzm Stanistawa Jerzego Leca (1909 - 1966)

1. Myslenie ma kolosalna przyszlos¢ - tytut spektaklu z 1971 roku Studenckiego
Teatru Satyrykéw (istniejacego w Warszawie w latach 1954 - 1975).

Wszyscy dydaktycy (zaréwno ci rozsadni, jak i ci ... mniej ogarnieci) nawoluja, ze
szkota ma uczy¢ myslenia. Przypomina mi to hasto wszystkich rewolugji: ,wszyscy ludzie
maja prawo do szczeécia!” W Polsce, w wersji ekipy Edwarda Gierka, stosownym sloganem
bylo , Aby Polska rosta w sile, a ludzie zyli dostatniej!”. Kt6z sie nie podpisze pod takimi
programami? Maja one szczytne cele i ogromne poparcie spoleczne. Diabel, jak to
ma w zwyczaju, siedzi w szczegélach i tylko szatarisko chichocze.

'II

Zgrabnie ujat to Stanistaw Jerzy Lec w aforyzmie, ktéry postuzyl mi jako motto
artykutu. Jezeli podziwiamy, ze kto$§ mysli - to co mamy sadzi¢ o pozostatych?

Aha. Jestem matematykiem z doé¢ duzym doswiadczeniem dydaktycznym i uwazam,
Ze na tematy zwigzane z nauczaniem matematyki moge si¢ wypowiada¢ odpowiedzialnie.
Na inne tematy ... by¢ moze tez. Najpierw bedzie zatem ogdlnie, o mysleniu, rozumowaniu,
argumentacji. Bedzie tez duzo ,gawedy starszego pana”. To jeden z milszych aspektow
osiggniecia pewnego wieku - mozna sobie wlasnie pogawedzi¢ w objeciach fotela. Niekiedy
uda sie nawet nie zanudzic¢ stuchacza.

Psychologowie zastanawiaja sie, jak to jest z naszym mysleniem. Jak sadzisz,
Czytelniku, jaka czynnoscia jest ono? Czy bardziej przypomina malowanie obrazu, czy jazde
na rowerze? Inaczej méwiac, czy w wyniku mys$lenia powstaje co$ naprawde nowego, czy
tylko zostajg tylko $lady na alejce parkowej? Czy - jak widzial to Sokrates - jest to tylko
przypominanie sobie, wycigganie z gtebi umystu tego, co w nim siedzialo zawsze - podobnie
jak to bylo z wywolywaniem zdje¢ w dawnych czasach  (na naswietlonym papierze
w ciemni wylanial sie zwolna czarnobialy obraz ), czy nagle powstaje co$ z niczego: ,nie
wiedzialem, a wiem” ? Jak przechodzimy od poczatkowego ,to dla mnie czarna magia”,
przez ,nic nie rozumiem” i ,zaczyna S$wita¢”, potem ,0j, to chyba zrozumiem”, do
»~Zrozumialem” i finalnego ,alez to bylo proste”. Jak to sie nam potaczylo?

Na pewnych zajeciach z dydaktyki dla nauczycieli rzucitem pytanie: po co uczymy
matematyki? Ku mojemu zaskoczeniu, siedzacy w pierwszym rzedzie pan powiedzial
zdziwiony: ,jak to, po co? Zeby nauczy¢ matematyki, tej ustugowej nauki dla fizyki!”



Miatem w zwigzku z tym temat do dyskusji na zajeciach. Szkoda miejsca na jej
opisywanie. Wszyscy wiedza, jaka mogta by¢. Ale jest i druga skrajnos¢: poglad, ze uczymy
matematyki, zeby nauczy¢ myslenia. Spiesze wyjasni¢, ze jak najbardziej sie z tym zgadzam,
tyle, ze myslenia ucza i szachy, i brydz, i krzyzowki, i Sudoku, i tamiglowki logiczne,
i analiza kazuséw prawnych, a by¢ moze nawet uwazne stuchanie przemoéwieni politykéw
(by¢ moze - bo staram sie nie stuchac ).

Wiemy, ze matematyka uczy myslenia najlepiej, ale dlaczego tak jest? Tego nie
umiem racjonalnie opisaé. Moze dlatego, ze 1aczy ona nauki humanistyczne ze Scistymi? Co
wiecej: jest przeciez jedyna humanistyczna nauka Scista. Tak jest. Powtorze: jest jedyna
humanistyczna nauka $cista. Nikt przeciez nie watpi, Ze jest nauka Scisla, a ze zajmuje sie
konstrukcjami naszego, ludzkiego umystu, jest tez gleboko humanistyczna.

W naturze nie ma linii prostej,
Ludzki to wymyst sztuczny.
Patrzac w sktebione zyworosty,

Chaosu, chaosu sie uczmy.
Julian Tuwim, Spostrzezenie, cytat wg Wybdr poezji, PIW, 1961

2. Logika. Zycie.

Nie wystarczy méwié do rzeczy. Trzeba méwié do ludzi.
Stanistaw Jerzy Lec.

WejdZmy na chwile w zagadnienia filozoficzne. To Sokrates mawial, Zze moze i nie
jest madry, ale jest przyjacielem madrosci (czy wiasnie filo-zofem). Wigkszos¢ systemow
filozoficznych ma logiczne uzasadnienie. Nawet te wzajemnie sprzeczne. Wydaje sie, Ze to
jaki$ nonsens i aberracja; czy mozna logicznie uzasadni¢ dwie sprzeczne teorie? W
matematyce oczywiscie nie. Ale filozofia jest nawet i ponad matematyka. Filozofia ma nam
porzadkowac $wiat, ktéry sam z siebie uporzadkowany nie jest. Gdy wprowadzamy sie do
pustego domu, myslimy, jak go umeblowaé. Mozemy to zrobi¢ na rézne style i sposoby.
Mieszkam w malym bloku na osiedlu, 24 mieszkania. Sasiad nade mna wprowadzit sie wiele
lat do identycznego mieszkania, jak moje - a dzi$ r6znig sie one tak, ze dopiero po chwili
mozna si¢ zorientowac, ze kiedy$ byty takie same. Podobnie ze spojrzeniem na $wiat. Nie
ma jednego uniwersalnego, lepszego niz inne... oczywiscie sq wyjqtki, wystarczy przywotac
przyktad zbrodni systeméw totalitarnych (1939 - 45 i 2022). Przykro, ale nie mozemy o tym
zapominad.

W pacholecych latach gleboko wierzytem, ze wiedza naukowa idzie w parze z
madroécia i moralnoscia. Zycie to zweryfikowato. Kazdy z nas spotkat cztowieka madrego,
ktéry zadnego wyksztalcenia nie mial. Moze nie kazdemu zdarzylo sie spotka¢ glupiego
profesora, stojagcego moralnie na poziomie, powiedzmy, zerowym (niekiedy i minus
pierwszym). Mnie sie zdarzyto.



Pisze o r6znych systemach filozoficznych dlatego, ze podobnie jest z nauczaniem. Nie
ma jednej metody, dobrej zawsze i wszedzie. Wszystko juz bylo. Niezliczone teorie i
eksperymenty dydaktyczne stawialy na glowie, co przedtem bylo na nogach i na odwrot.
Nie mam ani miejsca, ani ochoty odnosi¢ si¢ do najbardziej znanych reform ostatnich
kilkudziesieciu lat.

Argumenty to budulec, z ktdrego zbudowane sq teorie filozoficzne, zas logika jest niczym
zaprawa, ktéra faczy je ze soba. Dobre pomysty warte sq niewiele, o ile nie sq poparte mocnymi
argumentami - wymagaja racjonalnego uzasadnienia, a fo nie jest mozliwe bez stabilnego
i rygorystycznego oparcia w logice. Przedstawiona jasno argumentacja otwarta jest na ocene oraz
krytyke, a o wtasdnie nieustajacy proces reakcji, przemiany i odrzucenia napedza postep w filozofii.

Ben Dupré 50 teorii filozofii, ktére powinienes zna¢, ttum. Krzysztof Wolanski,
Wydawnictwo Naukowe PWN, ISBN 978-83-01-15751-7, Warszawa 2008.

Poniewaz bedzie to istotne dalej, wspomne o r6znicy miedzy rozumem a intelektem.
Przekonuje mnie ujecie Immanuela Kanta (1724 - 1804). Rozum to zdolno$¢ mysélenia.
Intelekt to zdolnoé¢ poznania. Intelekt ujmuje, opracowuje, przetwarza, systematyzuje i
klasyfikuje to, co jest w zmystach. Rozum stara si¢ zrozumie¢ sens. W poznaniu dazymy do
prawdy, w my$leniu do zrozumienia znaczenia. Od czaséw OSwiecenia wierzymy w postep
okreslany jako wlasénie jako nieograniczone poznanie, jako bezustanne dazenie do prawdy.
Obecnie jestesmy sceptyczni i sadzimy, ze tak zwanej prawdy ostatecznej nie ma. W tym
sensie Hannah Arendt (1906 - 1975) deprecjonuje rozum, piszac, ze pytanie o znaczenie jest
,pozbawione znaczenia” dla zdrowego rozsadku i rozumowania zdroworozsadkowego,
poniewaz to do széstego zmystu nalezy dostosowanie nas do Swiata zjawisk i wprowadzenie
nas do Swiata danego przez naszych pie¢ zmystéw; jesteSmy w tym Swiecie i zadne pytania
nie musza by¢ stawiane.

Ale moze wystarczy tej filozofii... Zgédzmy sie, ze rozum i intelekt maja sie dopetnia¢
-jak dzieri i noc, lewo i prawo, parzyste i nieparzyste, orzet i reszka, yiniyang, mezczyzna
i kobieta.

Rys. 1 Yin & yang

3. Trojkat. Foremki do ciasteczek mojej babci.

Pisalem wyzej, ze uwazam, iz na temat nauczania matematyki moge sie wypowiadac
odpowiedzialnie. Moje dobre samopoczucie znika, gdy chodzi o nauczaniu w nizszych
klasach szkoly podstawowej. Mam, owszem, spora wiedze ksiazkowa na ten temat
i minimalne (cho¢ niezerowe) doSwiadczenie w tym zakresie. Ale to moze za malo.
Kontynuuje zatem ze stosowna nieSmialosciag. Znam bowiem przerazenie mlodych
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nauczycielek, ktére ,muszg” uczy¢ i matematyki. Owszem, odpytuja z tabliczki mnozenia
i uciekaja od nielubianego przedmiotu jak tylko moga. By¢ moze nielubianego od dwoéch
pokoleni. Pani profesor Anna Widur z UJ (ktéra zanim zostala profesorka, uczyta przez
kilkanascie lat w szkole podstawowej), napisata kiedy$ ciekawy artykul, ktérego tytut mowi
sam za siebie:

Jak ja mam lubi¢ matematyke, skoro mdj psor jej nie lubi?

Profesor Zbigniew Marciniak zaproponowal mi kiedy$ napisanie ,czego$
o matematyce” dla studentéw (praktycznie: studentek) wydzialéw pedagogicznych.
Znaczna wiekszos¢ tych dziewczat ucieka od groZnej matematyki, a jesli uczy, to bardzo
sztywno i nieciekawie. Nawet mowa ciala przekazuje uczniom: ,musicie sie tego nauczy¢,
ale miejmy to jak najszybciej za soba.” Jak w artykule Anny Widur. Uczniowie sa pojetni
i dostosowuja sie do ,pani”. Wyijatki sie oczywiécie zdarzaja. Aha, przedsiewziecie (zeby co$
sensownego napisaé, uwzgledniajac i to, ze mamy XXI wiek, a nie epoke kréla Cwieczka)
okazalo sie trudne. Prébuje..., zobaczymy, co wyjdzie.

Przyznam sie, ze naleze do fotalnej opozycji. Nie, nie, o polityce bedzie. Chodzi mi
o poglady ogoélnie cenionej i zastuzonej dla edukacji w Polsce pani profesor Zofii
Krygowskiej (1904 - 1988). Konkretnie, chodzi o jeden poglad, podtrzymywany tez przez jej
naukowe dzieci i wnuki - ze nie nalezy ,rozmiekcza¢” matematyki, ze nie wolno luzowacé
wymogow Scistosci. Mozna ten poglad zrozumieé. Matematyka to dowody, to Scistosé,
precyzja rozumowan.

Tak, ale dla uczniéw szkoly podstawowej to generuje nude, ziewanie i pytanie o sens.
Pamietam podrecznik do 4 klasy, w ktérym autorzy z cala powaga ttumaczyli dzieciom, ze
kula to zbiér punktéw odlegltych od pewnego punktu zwanego érodkiem nie wiecej niz
pewna dodatnie liczba, zwana promieniem. Juz widze Anetke albo Jasia: ,Tato, o co tu
chodzi?” , Nie czytaj tego. Mozesz pogra¢ w pitke.”

A zatem konkretnie. Jestem jak najbardziej zwolennikiem rozmiekczania matematyki,
jezeli chodzi o szerokie nauczanie. Przy ewentualnej polemice prosze pamietaé, ze na dobra
sprawe nie napisalem, na czym owo ,rozmiekczanie” ma polegaé. Troche si¢ rozjasni po
przyktadach.

Przedstawie pomysty (moze tylko slady pomystow), jak mozna méwic¢ o matematyce
w nizszych klasach szkoly podstawowej. Nie bedzie to gotowy scenariusz na lekcje
w klasie n, gdzie n< 4. Jak zobaczymy, zaczynam niemal od przedszkola, a koricze na
uniwersytecie. Jak w gérach: mozna maluchéw zaprowadzi¢ na najblizsza faczke, starszych
na pierwsza gorke, ..., a mlodzieficow, ktérym sypie sie juz was (i dziewczyny, ktére sa juz,
hm, w pelni rozwiniete) - nawet na Zawrat. Moze te maluszki zaciekawia sie: ,0j, kiedy
bedziemy starsi, to moze i my zobaczymy, co jest za zakretem Sciezki”.

Woecale nie wiem, czy to, co przedstawie, ma sens. Ale moze kto$ sproébuje? Mojego
dziadka zapytano kiedy$, czy umie po chirisku. ,Nie wiem”, odpowiedzial, ,nigdy nie
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probowatem”. Wedlug znanej anegdoty, wszyscy wiedza, ze czego$ sie¢ da osiagnac.
Przychodzi mlody cztowiek, ktory nie wie, Ze to jest niemozliwe. I on to wtasnie robi.

Nic nie zastapi bezposredniego przezycia. Wspominam piekna lekcje geometrii, jaka
poprowadzita moja nauczycielka, Helena Sygnatowicz, gdy bylem w czwartej (!) klasie
szkoly podstawowej. Na placu Lelewela (wtedy catkiem dzikim) na warszawskim Zoliborzu
wytyczaliSmy w terenie linie proste, tréjkaty i kwadraty. Jeszcze pamietam, jak lezatem na
zimnej trawie i krzyczalem do kolegéw: ,tyczke bardziej w prawo”. Moze dlatego zostalem
matematykiem?

2022. Znajdz, méj wnuku, trzy patyczki i sprobuj utozy¢ z nich tréjkat. Czy zawsze sie
to uda? Nie zawsze - jezeli jeden bedzie bardzo dtugi, a dwa inne krétsze, to nie uda im sie
objac¢ diugiego, prawda?

Rys. 2. Z tych otdwkéw jeszcze wyszedt trojkat. Gdyby ten dolny byt dtuzszy, juz by sie nie dato. Jakie
muszg byé patyczki, zeby sie dato?

Ale jezeli patyczki beda rowne, to tréjkat da sie zbudowac - i to catkiem réwny. To
znaczy taki sam w kazda strone. Nazywamy go foremnym. Wiesz co - kiedy po raz pierwszy
uslyszatem te nazwe, pomyslatem sobie, Ze to pochodzi od foremki na ciasteczka. Pamietam,
ze moja babcia Franciszka (a zatem twoja praprababcia, rok urodzenia 1892) miala takie
foremki; zreszta r6znych ksztaltow. Ciasteczka babci Franciszki mialy niepowtarzalny smak,
ale mnie fascynowat ich ksztalt (rys. 3). Ukladatem je w r6zne ornamenty, ale byto ich za
mato, zeby wyszlo co§ matematycznie interesujacego.

AN TS

Rys. 3. Foremki do ciasteczek mojej babci byty w ksztatcie przyjemnych wielokgtow. Réwne boki,
rowne katy. Wielokaty foremne. A moze znasz gre minecraft? Nie? To zainteresuj sie.




Rys. 4. Cwiczenie. Naucz sie tadnie rysowac (od reki) taki wzorek — pieciokat z przekatnymi. Ja to robie
tak. Zaczynam od wewnetrznej gwiazdki. Wyprébuj, ze tatwiej jest narysowac¢ réwno gwiazdke, niz pieciokat.
Potem po prostu facze wierzchotki gwiazdki.

Rys. 5. Nazywatem to ,wiatraczek babci Franciszki”.

Rys. 6. Babcia Franciszka nie miata tylu foremek. Musiatem rysowacé. Do tej pory podobajg mi sie takie
ornamenty. Ucze studentdw o tym, jaka matematyka ukryta jest w tych deseniach.



A to zadanie dla Pani, droga nauczycielko (nie stygmatyzuje i nie dyskryminuje
mezczyzn, ale realia sa takie, jakie sg). Narysuj kilkadziesiat , babci Franciszki” (popro$
kogos, by zrobit to np. za pomoca Geogebry). Wydrukuj na nieco grubszym kartonie. Wytnij.
Rozdaj dzieciom. Niech utoza co$ fadnego. Oméw. Moze porozmawiaj o katach? Osiggniesz
przynajmniej to, ze dzieci nie bedg nudzi¢ sie na lekcjach matematyki.

Stucham? Ze to duzo pracy, a za takie pienigdze? Oczywiécie masz racje. Satysfakcja, ze
przyczyniasz sie do pozZniejszego dobrobytu nas wszystkich (ze wszystkich grup
zawodowych nauczycie daja najwiecej do przysztego PKB) - to moze za mato. Na pewno za
mato. Nie bede wymyslal na poczekaniu tanich stéw pocieszenia. Gdy pomysélisz, znajdziesz
je sam(a). I niekoniecznie beda to ,tanie” stowa.

4. Stas i Ala robia salatke na kolacje.

- Dzieci! Moje kochane bliZzniaki! Robicie kolacje! Mama i tata sa zmeczeni po pracy
i p6jda na spacer do parku.

- Ale my sie uczymy geometrii. Byla lekcja o tréjkatach i figurach foremnych i mamy
prace domowa: znalez¢ pomystowe tréjkaty, sfotografowac i wysta¢ pani.

- Zdazycie po kolacji. My dawno nie byliSmy tylko we dwoje, a wy macie juz 11 lat.
Dacie rade.

Stas chcial dalej protestowad, ale Ala wpadta na pomyst.

- Mozemy polaczy¢ jedno z drugim. Styszatam, jak pewien starszy profesor mowit, ze
matematyka jest wszedzie. Zrobimy satatke. Wyjmij trzy jajka z lodowki. Tylko ostroznie.
Nie stlucz. W porzadku. Ustaw je tadnie w tréjkat.

- Ale jak?

- Nie zadawaj gltupich pytan. Ustaw.

- Moze by¢ tak?

Rys. 7. Tréjkat jajeczny Ali i Stasia.

- Bardzo dobrze. Daj komoérke, zrobie zdjecie. Dorysujemy potem trzy kreski
i bedziemy mieli tréjkat. Trojkat jajeczny. Teraz weZmiemy pomidory. Pot6z na stole.

- Juz potozylem. Wystarczy szes¢?

- Braciszku, troche za duzo. Ale jak tadnie leza. Mamy tréjkat pomidorowy.

- Czyli tomato triangle.



Rys. 8. Tomat triangle Stasia i Ali.

- Yes. Popatrz, w kolejnych warstwach mamy: jeden pomidor, dwa, trzy. Czy
w nastepnej beda cztery?

- Nie wiem, nie mamy juz pomidorow.

- Wez rzodkiewki. Popatrz. Najpierw jest jedna rzodkiewka, potem dwie, trzy, cztery
i pie¢. Razem 1+2+3+4+5 = 15.

- To potem bedzie 1+ 2+ 3 + 4 + 5 + 6 = 21, potem jeszcze siedem, czyli dwadziescia
osiem, a potem trzydziesci szes¢, czyli szes¢ razy szes¢. Czy mamy 36 rzodkiewek? Ulozymy
je w kwadrat 6 na 6.

- Stasiu, po pierwsze nie mamy tyle, po drugie 36 rzodkiewek w satatce to starczytoby
dla catej klasy. A jeszcze przeciez rzodkiewki sg ostre. I tak wyjdzie nam dziwna satatka.

Rys. 9. Trdjkat z rzodkiewek. Gdyby wzigc¢ jeszcze szesc, bytby troche wiekszy. Rzodkiewki sg sprzedawane
w peczkach po 10 sztuk. Dwa peczki nie wystarczytyby.

- Moze i dziwna, ale piatke z pracy domowej mamy na pewno. A widelce dla
Rodzicéw i dla nas ustawimy w czworokat foremny.

- Czyli w kwadrat? Cztery rowne boki i cztery katy proste?

- No, tak.



Rys. 10. Estetyka nakrycia stotu to wazna rzecz.

- Mam pomysl. Postawimy miske salatki na szeSciu podstawkach ustawionych
w szeSciokat. Przynies i ustaw. O tak, bardzo dobrze. Kolacja prawie gotowa. Tylko jeszcze
trzeba ugotowac jajka, pokroi¢ pomidory i rzodkiewki. Dodamy szczypiorku i twarozku,
troche jogurtu. Daj komorke, sfotografujemy.

Rys. 11. Dzieci ustawig miske safatki na szesciu podstawkach utozonych w szesciokat.

- Dzieci! Zrobilyscie kolacje? Pomozemy wam potem w matematyce.

- Nie trzeba, mamusiu. Juz wszystko gotowe. Kolacja i praca domowa z geometrii.

- Naprawde? Och, jaka pyszna i estetycznie podana salatka.

- Tak? Ten starszy pan, ktéry mowil, ze matematyka jest wszedzie, powiedzial tez,
ze ,matematyk zrobi to lepiej”. Czy to prawda, tatusiu?

5. Matematyka jest kolorowa.

W szkole na tréjkat foremny mowi sie réwnoboczny. Z takich tréjkatow mozemy ulozy¢
siatke i nawet jg pokolorowag, jak szachownice. Na rysunku 10 mamy siatke dwukolorowa.
W kazdym oczku spotykaja sie dwa kolory. Sa trzy trojkaty niebieskie i trzy czerwone. Kazdy
czerwony jest otoczony przez trzy niebieskie, a kazdy niebieski przez trzy czerwone. To
znaczy, ze po jednej stronie kazdego odcinka jest czerwono, a po drugiej niebiesko. Na
rysunkach 13 i 14 uzylem trzech koloréw. Przestrzegatem zasady, zeby w kazdym punkcie
(wezle siatki) spotykaty sie dwa czerwone, dwa niebieski i dwa zielone - a takze, by tréjkaty
tego samego koloru nie mialty wspolnego boku.



Stworz wlasne kolorowanki (rys. 15). Moze znajdziesz inng, swoja wlasna regule?

NN NNNNNNDND
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Pokoloruj dalej iebieskie one, czerwone i zndw to samo; NZC, NZC, NZC



Rys. 14 . Pokoloruj dalej. Pamietaj, zeby tréjkaty tego samego koloru nie miaty wspdlnego boku.

Rys. 15. Stworz wtasny, tadny, kolorowy i matematyczny ornament. Co znaczy matematyczny? Masz
przyjac jakas zasade i konsekwentnie jg stosowaé. Czy rozumiesz stowo konsekwentnie? Jesli nie, zapytaj.
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6. Rozejrzyj sie.

Teraz o kwadratach. Gdzie widzisz ksztalty kwadratowe? Moze na podiodze? W
moim domu - tak! Spéjrz na stary parkiet w moim domu.

Rys. 16.

Jak widzisz, w lewym gérnym i prawym dolnym narozniku mojej podiogi klepki
ukladane s3 inaczej (nazwijmy ,pionowo”) niz w dwoéch pozostalych naroznikach
(poziomo). Czy mozna inaczej? Oczywiscie, ze mozna. Zaproponuj inne utozenia. Jakie masz
pomysty? Oto jeden z moich. Najpierw mi si¢ wcale nie podobal, ale przyszto mi do glowy,
jak mozna z niego zrobi¢ bardziej interesujacy desen. Po prostu wziac takie cztery i ... No,
wlasnie, i co? Tak po prostu przystawic jeden do drugiego? Na pewno zobaczysz, Ze to wcale
nie tak. Opisz, jak. Uzyj stowa , symetria” albo ,,odbicie lustrzane”. Jezeli nie wiesz, co znacza
te stowa, zapytaj.

Rys. 17. Rys. 18.

Moze masz w domu stét kwadratowy? Mozesz powiedzieé, ze to nie stél jest
kwadratowy, tylko jego blat - powierzchnia, gdzie stawia si¢ talerze. No, to rozgladajmy
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sie. Najpierw pomyslmy, gdzie spotykamy ksztalty kwadratowe. Jest ich wiele wokét nas.
Znaki drogowe powiniene$ juz rozrézniac.

Dlaczego te dwa znaki majg troche inny ksztalt niz inne? Nie tylko powiedz, ale
napisz swoje uzasadnienie. Sa kwadratowe, ale na stupkach sa umocowane tak wiasnie,
ukosnie. Czy to na pewno kwadraty? Przeciez kwadrat wyglada inaczej ! No, to jak to jest?
Kwadrat, czy nie kwadrat?

Rys. 19. Jedziemy drogg z pierwszenstwem przejazdu ... a teraz juz nie.

Na jesiennej lekcji matematyki w parku, lezacym tuz przy szkole, dzieci zbieraly
kasztany. Ala i Oliwia zebraly az po trzydziesci szes¢. ,Uldzcie je réwno”, poprosita
nauczycielka. ,Jak to réwno?” zapytaly dziewczynki. ,Uldzcie, a potem porozmawiamy”.
Ala utozyla kwadrat, a Oliwia tréjkat.

Czy mozesz powiedzie¢, ktére ulozenie jest lepsze? Ktoére jest ,bardziej
matematyczne”?

vﬂ- P

)
F 9

Rys. 20. Kasztany. A moze znasz jaki$ wiersz, albo piosenke o nich? Zapytaj rodzicdw, co to znaczy dla
uczniow, ze kwitng kasztany.

Odpowiem. Dwa razy nie! Mozesz tylko powiedzie¢, ktore ci sie bardziej podoba! Ale
tego tez nie da sie rozstrzygnaé. R6znym ludziom moga podobac sie rézne rzeczy. Pierwsze
ustawienie pokazuje, ze 62 = 36, a drugie, ze 1 +2 +3 +4 +5 + 6 + 7 + 8 = 36. Dlatego
matematycy mowig, ze 36 jest zaréwno liczba kwadratowa, jak i tréjkatna.

Natomiast Stas znalazt tylko 25 kasztanéw. Ulozyt je w kwadrat, a potem chciat
w trojkat - tak, jak Ala i Oliwia. Nie udato mu sie. Dlaczego mu sie nie udato? Czy byt taki
niezgrabny? Postanowil poszuka¢ wiecej niz 36 i tak, zeby tez dalo sie ulozy¢ zaré6wno
trojkat, jak i kwadrat. Jak my$lisz, czy mu si¢ udato?

Odpowiedz. Nie sadze, zeby tego dokonal, bo nastepna liczba, ktéra jest zaréwno
tréjkatna, jak i kwadratowa jest dopiero 1225.
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Wréémy jednak do szkoly podstawowej. Stasiowi takie zadania nie dawaty spokoju.
Byla jesieri, a wiec w ogrédku przy domu spadaly orzechy. Stas pozbierat, co spadio i od
razu zaczal ukladaé. Dwadziescia pie¢ orzechéw ulozyl tak (jak na rysunku 21). Potem
ukladat jeszcze inaczej.

Gdzie stoi znak drogowy, na ktérym jest krzyz taki, jak na rysunku ponizej? To bardzo
wazny znak. Dlatego ma nietypowy ksztatt.

Rys. 21. Dwadziescia pie¢ orzechow utozone w ,matematyczny” sposéb. Po prawej - krzyz sw.
Andrzeja.

A czy wiesz, jak wyglada flaga Szkocji? Kto jest patronem Szkocji? Pewnie nie wiesz.
A czy wiesz, gdzie jest Szkocja, co to jest ,,szkocka kratka” i co jest tradycyjnym ubiorem
mezczyzn w tym kraju? Nie wiesz? No, to sie dowiedz. Jak? Kochany uczniu, a masz
smartfon? Wykorzystaj do czego$ innego, niz gry. Dziwisz sig, ze to masz robi¢ na lekcjach
matematyki? Matematyka polega na odkrywaniu (chociaz odkrywanie to nie zawsze
matematyka)

7. Co jest za zakretem?

Nie chodz utartymi drogami, bo sie poslizniesz.
Stanistaw Jerzy Lec.

Opisani wyzej Stas i Ala juz podrosli. Zaczynaja liceum. Ten rozdzialik bedzie
przeznaczony dla ... ich nauczycieli. Bede wiec pisat jak do dorostych.

Znowu zaczalem od aforyzmu Leca. Truizmem jest, ze musimy uczy¢ jakos inaczej.
Na ten temat sg setki opinii. JesteSmy jak dzieci we mgle.

W mtodosci chodzilem duzo po goérach, raczej turystycznie, niz wspinaczkowo. Bylem
zwykle nieukontentowany: wszedltem na gory A, B, C, a jaka jest D? Bywalem w wielkiej
rozterce: jezeli p6jde czerwonym szlakiem, to ... nie p6jde zielonym.

Swoja pierwsza ksigzke popularng (Opowiesci matematyczne, WSiP, 1987) zaczatem od
my$li, Ze matematyka sktada sie z twierdzeni - dzieki nim mozemy rozwigzywaé zadania.
Tak wlasnie uczymy matematyki, chyba od samego poczatku oswiaty ludowej (potowa XVIII
wieku). Nie umiemy inaczej: na sprawdzianach, klaséwkach, kolokwiach, egzaminach,
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konkursach, olimpiadach jest zawsze jasno postawione zadanie do rozwiazania. Oblicz,
wykaz, udowodnij. Tak, jak w wielu sportach. Poprzeczka wisi na 2,20. WeZ rozbieg
i przeskocz. Udowodnij, ze potrafisz. Uda sie - zaliczone. Nie uda si¢ - odpadasz. Jasno
1 prosto.

A jak jest w innych przedmiotach szkolnych? Im dalej od nauk formalnych
(a matematyka taka jest), tym mniej jest zagadnieri tego typu; nazywam je wlasnie zadaniami
typu przeskocz. Na lekcjach jezyka polskiego najwazniejsze sg (uff, byty za czasow mojej dawno
minionej mtodosci) wypracowania, egzaminy z historii polegaly (komentarz jak w poprzednim
nawiasie) na opanowaniu kolejnoséci wydarzen, a na lekcjach biologii tez nie dostawaliSmy
polecent: zasadz roélinke, tylko ,opisz”. Wracajac do poréwnan ze sportem: sa przeciez
dyscypliny, w ktérych sa punkty za wrazenia artystyczne. A nawet w pilce noznej na
treningu nie da sie opanowac wszystkiego. Jak mawial Kazimierz Gorski, gra sie tak, jak
przeciwnik pozwala.

Obowigzujaca od 2005 roku koncepcja matury (z matematyki) promuje ,zadanioze”.
Nie wyobrazamy sobie i chyba nawet nie potrafimy inaczej. Matematyka bez zadan to
przeciez jak ryba bez wody! Czyz nie tak?

No, w zasadzie tak. Musze sie jednak zdeklarowac¢. M¢j stosunek do obecnej formy
matury (i egzamindw po szkole podstawowej) jest ogdlnie pozytywny. Taki sposéb
przeprowadzenia koficowych egzaminéw ma - w stosunku do tego z moich czaséw - wiecej
zalet niz wad, a idealnego systemu nie ma.

Postawmy sobie zatem pytanie: czy mozna uczy¢ myslenia za pomoca matematyki,
ale bez zadarn? Chyba ... nie, ale zalezy od tego, co rozumiemy przez zadanie. Jak to? Zadanie
to zadanie!

Oczywiscie, ze zadanie to zadanie. Ale to jest tautologia, masto maslane.

Chyba to Gyoérgi Pélya (1887 - 1985) jest autorem powiedzenia, ze matematyczne
wyksztalcenie ucznia jest niepelne, jezeli nie zdarzylo mu sie rozwiaza¢ zadania, ktére sam
utozyl. Dalszy ciag artykulu bedzie w gruncie rzeczy rozbudowanie jednego zadania.

O, wlaénie. Moim ulubionym przykiadem jest takie oto zadanie.

Wersja klasyczna. Wykaz, ze $rodki bokéw dowolnego czworokata tworza
réwnolegtobok.

Wersja klasyczna z zagmatwaniem (zeby bylo trudniej). Na plaszczyznie dany jest
czworokat ABCD. Srodki bokéw AB, BC, CD, DA oznaczamy odpowiednio przez E, F, G, H.
Wykaz, ze proste EG i FH sa rownolegle oraz, ze réwnolegle sa takze proste EH i FG.

Wersja moja (M.Sz.). Narysuj starannie czworokat. Polacz $rodki jego bokéw. Co
ciekawego zauwazasz? Pamietaj, ze to jest matematyka i musisz wykazad, ze twoje
spostrzezenia sa stuszne.
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Jakiej odpowiedzi bym oczekiwal? Zdaje sobie sprawe, ze na razie zaden uczen tak nie
odpowie - ale wladnie do tego chcialbym dazy¢, to znaczy, zeby tak potrafili. Nazwijmy tego
ucznia X.Y. Oto, jak odpowiedziat.

Narysowatem kilka czworokatéw. Na lekcjach dowiedziatem sie, jak to sie robi za pomoca
aplikacji Geogebra.  Potaczytem Srodki bokow. Zawsze tworzyt sie réwnolegtobok. Potrafie to
udowodhni¢ - to znaczy wykazal, ze zawsze tak bedzie.

Yy

Rys. 22. Rysuje rozne czworokaty i w $Srodku zawsze powstaje réwnolegtobok. Jak to udowodnié?

Rys. 23.

Wprowadzitem oznaczenia, jak na rysunku 23. Poprowadzitem odcinek AC. Wiem, ze
odcinek taczacy $rodki bokéw tréjkata jest réwnolegty do podstawy. Widze zatem, ze GF || AC ||
HE . Gdybym poprowadzit odcinek BD, wykazatbym w ten sam sposob, ze GH || FE. Wynika stad
od razu, ze réwnolegtobok EFGH bedzie prostokatem, gdy czworokat wyjsciowy bedzie miel
prostopadte przekatne, a bedzie rombem, kiedy przekatne te beda réwnej dtugosci.

Tyle wirtualny uczen wirtualnej klasy. Cwiczytem to zadanie z uczniami ré6znych
pozioméw, rowniez ze studentami, a takze z nauczycielami. Chodzilo mi o to, co tu
ciekawego? Pierwsze moje ,pomocnicze” polecenie bylo takie:

Na motywach tego zadania wdz wtasne, nowe.

Wszyscy na ogoét ,gtupieli”. Réwno. Uczniowie i nauczyciele. Uf6z zadanie? Na
lekcjach matematyki rozwigzujemy zadania i na tym to polega. Pewien nauczyciel zapytat
prosto z mostu: ,ale jakie zadanie mam utozy¢”. Odpowiedzialem, ze dowolne, byle na
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temat. Ale pan domagat si¢ szczegdtow. Mniejsza z tym, jak to sie skoriczyto. Nie bede tez
opisywal catej heurezy - jak niekiedy udawalo mi sie (a niekiedy nie) podprowadzié
stuchaczy metoda sokratejska, by sami sformulowali mniej wiecej takie pytania. Artykut jest
i tak bardzo dlugi. Czytelnikom-nauczycielom polecam (nie w sensie nakazuje, tylko
rekomenduje) stosowne zabiegi dydaktyczne, by uczniowie w miare moznosci jak najbardziej
samodzielnie postawili takie pytania ... no, i by umieli znaleZ¢ na nie odpowiedz.

1. Ten réwnoleglobok wewnetrzny, jaki powstaje z w zadaniu, nazwe
réwnolegtobokiem srodkéw. Kiedy (to nie znaczy w jaki dzieri tygodnia, tylko przy
jakich  warunkach na wyjsciowy czworokgt) roéwnoleglobok Srodkéw jest
prostokatem rombem, kwadratem?

2. Mamy dany réwnoleglobok R . Czy zawsze da sie znaleZ¢é czworokat C taki, by
R byt réwnoleglobokiem srodkéw dla C. Jak go znaleZé? Czy jest tylko jeden
taki czworokat C, czy moze jest ich wiecej?

3. A co bedzie, gdy rozpatrze podobne zadanie, ale dla pieciokata? To znaczy: gdy
potacze srodki bokéw pieciokata? Nie znam dobrej odpowiedzi, ale co$
ciekawego widzimy dla szeSciokata, na rysunku 24.

A* ~'B

Rys. 24. taczymy Srodki ciezkosci trojkatéw naroznych szesciokgta ABCDEF, to jest trojkatéw ABC, BCD,
CDE, DEF, EFA, FAB. Przyjrzyj sie i zgadnij, jakg charakterystyczng wtasno$s¢ ma wewnetrzny szeSciokat?
Odpowiem. Jest on czyms, co na wiasny uzytek nazywam ,szesciokiem”. Jego przeciwlegte boki sg réwnolegte.
Jak to udowodnic. Jakg ciekawg konfiguracje otrzymamy, gdy wystartujemy z oSmiokata?

4. Czy widzisz zwigzek miedzy rysunkiem 23 a rysunkiem 25? Czy dla kazdego
uktadu liczb ,Srodkowych” (na rys. 25 sa to 14, 15, 17, 16) da sie znalez¢ liczby
,w koélkach”, zeby , srodkowe” byly srednimi arytmetycznym , zewnetrznych”?
Czy na jeden spos6b? Co bedzie, gdy wyjdziemy od tréjkata (a nie od
czworokata)?
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Rys. 25. Liczby w srodku sg Srednimi arytmetycznymi liczb naroznych.
8. Stas i Ala na uniwersytecie.

W swojej pracy licencjackiej na wydziale matematyczno-informatycznym dobrego
uniwersytetu Stanistaw napisal prace licencjacka, analizujac podobne zadanie na brytach
foremnych dowolnego wymiaru. Na stosownym seminarium dowiedzial sie o brytach
dualnych. Przez polaczenie Srodkéw Scian szeScianu powstaje bryla do niej dualna -
oé$mioscian foremny. Dwunastoécian jest dualny do dwudziesto$cianu, a czworoscian jest
autodualny - jest dualny sam do siebie.

Alicja zajela sie¢ zastosowaniami, algorytmika, optymalizacja i przeplywami w sieciach -
przydat sie jej rysunek 25. Jak najlepiej przesta¢ informacje z punktu A do punktu B po danej
sieci wielokatnej? Jak chroni¢ sie przed cyberatakami? Do odpowiedzi na pierwsze pytanie
potrzebna jest zaawansowana wiedza matematyczna (wszystko da si¢ jednak wyznaczy¢
z macierzy pseudoodwrotnej do laplasjanu grafu potaczen!); drugie pytanie jest o niebo
powazniejsze i ,dwa nieba” trudniejsze.

Rodzenstwo odwiedza czesto swoich rodzicéw. Na kolacje jest zwykle satatka z jajek,
pomidoréw, rzodkiewek i ogérkéw z dodatkiem szczypiorku i twarozku. Widelce ustawiaja
jeszcze w kwadrat. Ich rodzice nie maja jeszcze wnukoéw. Ale czekaja.

9. O co mi chodzilo?

Od lat chodzi mi po glowie nieco inny paradygmat nauczania matematyki. Czy na
kolokwiach, sprawdzianach, kartkéwkach, egzaminach, olimpiadach mozna da¢ takie
polecenie:

Oto proste twierdzenie. Udowodnisz je bez trudu. Napisz, co ciekawego w nim
dostrzegasz. Jakies uogolnienia, dygresje, boczne korytarze? A moze tadnie opiszesz jego
ulotne piekno? Co Ci w duszy gra? Pamietaj tylko, ze jestes w obrebie matematyki i oprocz
nastrojowego opisu musisz sie stosowac do regut Krolowej Nauk.

Jezeli kto$ od razu odrzuca ten pomys}, jako nierealny, niemozliwy do zrealizowania
i nie pasujacy do Scistych regut matematyki, to odpowiem takim oto argumentem. W 2017
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roku uczeni z Garwolina, Filip Rekawek [nie pytatem go teraz o zgode na upublicznienie nazwiska)
dostat kilka nagréd, w tym srebrny medal w polskich eliminacjach konkursu EUCYS
(Europejski Konkurs Miodych Naukowcow - obejmuje to wszystkie dziedziny nauki, od
historii, psychologii i biologii przez geografie, geologie, fizyke, chemie, astronomie itd. do
matematyki) - za analize tego, co zobaczyt w ... rysunku 26.

Rys. 26. Co tu ciekawego? Czy takie odkrycie to co$ powaznego? No cdz, nie wystarczyto na ztoty
medal w EUCYS, Konkursie Mfodych Naukowcéw Unii Europejskiej, a zaledwie na srebrny
w polskich eliminacjach... i dwie inne nagrody. Autor (uczen klasy przedmaturalnej) opowiedziat
o swoim odkryciu na Zjezdzie Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki we Wroctawiu i dostat
owacje na stojgco okoto 600-osobowego audytorium.

Im dluzej zyje, tym bardziej jestem niezdecydowany; dostrzegam zalety i wady
niemal wszystkich opcji i rozwigzann dydaktycznych i rozumiem rozterki decydentow,
ktérzy jakies decyzje muszg podjaé, chociaz wydaje mi sie, ze obecna ekipa ministerialna
rozterek zadnych nie ma. Chcialbym natomiast wspomnie¢ dr Jerzego Lisiewicza,
niezyjacego juz ,nauczyciela z krwi i kosci”, ktéry wprowadzal mnie w tajniki nauczania
matematyki. Dziekuje mu w szczegolnosci za uswiadomienie mi podstawowych celow, jakie
powinnismy sobie stawia¢, stajac przed klasg. Nie mial dzieci (z regul logiki wynika, ze
réwniez i wnukow). Przy kazdej bytnosci na warszawskim Brédnie, zapalam $wiatetko na
jego grobie. Oto cala dydaktyka matematyki wedtug Jerzego Lisiewicza - sprowadzone do
prostych regut cele catych naszych wysitkéw:

1) czysta, schludna matematyka,
2) pokazanie, ze to sie jednak przydaje,
3) sposoby pracy z problemem intelektualnym.

I wlasnie mi o to chodzito. Zaczatem aforyzmem Leca i tak tez zakoricze.

Wszyscy chca haszego dobra. Nie dajmy go sobie zabrac.
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